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В.Д. Лахно
Сверхпроводящие свойства 3D-газа ТИ-биполяронов низкой

плотности в магнитном поле
Рассмотренытермодинамические свойства трёхмерногоБозе-конден-

сата трансляционно-инвариантных биполяронов (ТИ-биполяронов). Рас-
считаны критическая температура, энергия, теплоёмкость и скрытая теп-
лота перехода газа ТИ-биполяронов. Дано обобщение на случай внешне-
го магнитного поля. Рассчитаны максимальное значение магнитного по-
ля, при котором возможно существование конденсата, лондоновская дли-
на проникновения и температурные зависимости этих величин. Получен-
ные результаты используются для объяснения экспериментов по высоко-
температурным сверхпроводникам.

Ключевые слова: трансляционно-инвариантные биполяроны, высо-
котемпературная сверхпроводимость

V.D. Lakhno
Superconducting properties of a 3DTI-bipolaron gas inmagnetic field

Consideration is given to thermodynamical properties of a three-dimensio-
nal Bose-condensate of translation-invariant bipolarons (TI-bipolarons). The
critical temperature of transition, energy, heat capacity and the transition heat
of TI-bipolaron gas are calculated. The generalization of theory on the case of
magnetic field is made. Such values as maximum magnetic field when Bose-
condensate exists, London penetration depth and their temperature depen-
dencies are calculated. The results obtained are used to explain experiments
on high-temperature superconductors.

Key words: translation-invariant bipolarons (TI-bipolarons), high-tempe-
rature superconductivity (HTSC)



1. Введение
До открытия высокотемпературной сверхпроводимости (ВТСП) тео-

рия Бардина, Купера, Шрифера [1] (БКШ) выполняла роль основополагаю-
щей микроскопической теории сверхпроводимости, будучи по существу
безальтернативной. Открытие ВТСП выявило трудности теории БКШ при
описании различных свойств высокотемпературных сверхпроводников.
Это обстоятельство породило большое число теорий, отличных от БКШ,
призванных разрешить возникшие затруднения. Обзор различных тео-
рий ВТСП содержится в большом числе работ: с современным состоянием
теориии экспериментаможно ознакомиться по книгами обзорам [2]-[12].
В основе всех содержательных подходов, однако, имеется общее исход-
ное положение – явление бозонизацииФерми-частиц или эффект Купера.
Принятие этого положения немедленно приводит к выводу о связи явле-
ния сверхпроводимости с явлением конденсации Бозе-Эйнштейна (БЭК).
В настоящее время убеждение, что в основе явления сверхпроводимости
лежит БЭК, является общепризнанным.

Большим тормозом для построения теории, которая в своей основе
должна содержать БЭК, послужило утверждение, сделанное БКШ (см. при-
мечание на стр. 1177 работы [1], а также [14]), о несовместимости их тео-
рии с теорией БЭК.

Первое указание на ошибочность такой точки зрения было получено
в работе [15], в которой при изучении свойств экситонного газа высокой
плотности впервые была продемонстрирована аналогия между теорией
БКШ и БЭК. Результаты [15] послужили основой для развития идеи крос-
совера – перехода от теории БКШ, которой соответствует предел слабого
электрон-фононного взаимодействия (ЭФВ), к теории БЭК, которой соот-
ветствует предел сильного ЭФВ [16]-[22]. Считалось, что дополнительным
свидетельством правильности такого пути служит теория сильной связи
Элиашберга [23]. Согласно [24], в пределе бесконечно сильного ЭФВ эта
теория приводит к режиму локальных пар, хотя и сильно отличному от
режима БЭК [25].

Попытки построить теорию кроссовера между БКШ и БЭК столкну-
лись, однако, с непреодолимыми трудностями. Так, например, используя
Т-матричный подход, предлагалось построить теорию, в которой бы Т-
матрица исходной фермионной системы при увеличении силы ЭФВ пере-
ходила бывТ-матрицубозонной системы [26]-[31]. Такойпереход, однако,
оказалось невозможно осуществить даже в случае предельно разбавлен-
ных систем. Фактически речь идёт о том, что даже в пределе, когда систе-
ма состоит только из двухфермионов, оказывается невозможнымпостро-
ить из них однобозонное состояние. В теории ЭФВ эта проблема известна
как проблема биполярона.



4

Причина неудачи теории кроссовера может быть связана со следую-
щим обстоятельством. Как и в теории биполярона, в теории БКШ исход-
ным является гамильтониан Фрёлиха. Для этого гамильтониана доказа-
на важная теорема об аналитичности энергии полярона и биполярона по
константе ЭФВ [32]. В теории БКШ делается, однако, очень важное при-
ближение: замена настоящегоматричного элемента взаимодействия в га-
мильтониане Фрёлиха на модельную величину, обрезанный снизу и свер-
ху по фононным импульсам матричный элемент. Эта процедура отнюдь
не является безобидной. Как показано в [33], в теории биполярона это
приводиткпобочнымэффектам–существованиюлокального уровня энер-
гии, отделённого от квазинепрерывного спектра щелью (эффект Купера).
Такое решение является изолированным и не обладает свойствами ана-
литичности по константе связи. В теории БКШ именно такое решение бе-
рётся за основу построения теории сверхпроводимости.

В результате, построенная теория и её аналитическое продолжение
– теория Элиашберга, сильно искажают реальную картину, в частности,
делают невозможным построение теории сверхпроводимости на основе
БЭК. Заменаистинногоматричного элементанамодельныйпозволяетпро-
вести до конца аналитические вычисления. В частности, замена в БКШис-
тинного взаимодействия на локальное позволила провести вывод фено-
менологической модели Гинзбурга-Ландау, являющейся также локальной
моделью [34]. В действительности, мощь такого подхода трудно переоце-
нить, так как он позволил получить множество согласованных с экспери-
ментом утверждений.

В данной статье предпринята попытка построить теориюВТСП, осно-
ваннуюнапредставленииоБЭКТИ-биполяронов [33], [35]-[38], свободную
от приближений, сделанных в [1].

Напомним основные результаты теории ТИ-поляронов и биполяро-
нов, полученные в [33], [35]-[38]. Отметим, что рассмотрение именно ЭФВ
не является существенным для теории и может быть обобщено на любой
вид взаимодействия, например на взаимодействие электронов со спино-
вой подсистемой [39].

Ниже мы коснёмся только основных моментов теории ТИ-поляронов
и биполяронов, важных для теории ВТСП. Самым главным результатом
работ [33], [35]-[38] является построение делокализованных поляронных
и биполяронных состояний в пределе сильного ЭФВ. Теория ТИ-биполя-
ронов строится на основе теории ТИ-поляронов [40] и сохраняет справед-
ливость базовых утверждений, доказанных для ТИ-поляронов. Важней-
шим из них является теорема об аналитичности свойств основного со-
стояния ТИ-полярона (соответственно ТИ-биполярона) в зависимости от
константы ЭФВ α. Главный вывод, вытекающий из этого положения, – от-
сутствие критического значения ЭФВ αc, ниже которого биполяронное со-
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стояние становится невозможным из-за его распада на независимые по-
ляронные состояния. Другими словами, если существует такое значение
αc, при котором ТИ-биполяронное состояние становится энергетически
проигрышным относительно распада на отдельные поляроны, то в этой
точке ничего не происходит, но при α < αc состояния становятся мета-
стабильными. Таким образом, во всём интервале изменения α мы можем
рассматривать ТИ-биполяроны как заряженные бозоны, способные обра-
зовывать сверхпроводящий конденсат.

ДругимважнымсвойствомТИ-биполяроновявляется возможностьиз-
менения корреляционной длины во всём диапазоне [0,∞] в зависимости
от параметров гамильтониана [36], [38]. Таким образом, она может быть
какмного большей (как это имеетместо вметаллах), так имногоменьшей
характерного расстояниямежду электронами в электронном газе ( как это
имеет место в оксидных керамиках).

Исключительно важное свойство, которым обладают ТИ-поляроны и
биполяроны, – наличие энергетической щели между их основным и воз-
буждённым состояниями (§3).

Перечисленные свойства могут быть использованы для построения
микроскопической теории ВТСП на основе теории ТИ-биполяронов.

Статья устроена следующим образом. В §2 в качестве исходного га-
мильтонианаберётся гамильтонианПекара-Фрёлихадля биполярона вмаг-
нитном поле. Кратко приводятся результаты трёх канонических преобра-
зований для этого гамильтониана: Гейзенберга; Ли, Лоу и Пайнса; Бого-
любова-Тябликова.Врезультате в этомразделеполученыуравнения, опре-
деляющие спектр ТИ-биполярона.

В §3 проанализированы решения уравнений для спектра ТИ-биполя-
рона. Показано, что в спектре имеется щель, отделяющая основное состо-
яние ТИ-биполярона от его возбуждённых состояний, которые образуют
квазинепрерывный спектр. Обосновывается представление об идеальном
газе ТИ-биполяронов.

С использованием полученного спектра в §4 рассматриваются термо-
динамические характеристики идеального газа ТИ-биполяронов в отсут-
ствие магнитного поля. Для различных значений параметров, которыми
являются фононные частоты, вычислены величины критических темпе-
ратур бозе-конденсации, теплоты перехода в состояние конденсата, теп-
лоёмкости и скачки теплоёмкости в точке перехода.

В §5 рассматривается случай, когда внешнее магнитное поле отлично
от нуля. Показано, что токовое состояние в рассматриваемой системе обу-
словлено существованием сохраняющейся величины – полного импуль-
са электрон-фононной системы в магнитном поле. Сравнение величины
полногоимпульса сфеноменологическимподходомпозволяет определить
такуюважнуюхарактеристику, как лондоновская глубинапроникновения.
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Результаты исходной изотропной модели в этом разделе обобщаются на
анизотропный случай.

В §6 рассматриваются термодинамические характеристики идеаль-
ного газа ТИ-биполяронов в присутствие магнитного поля. Показано, что
наличие энергетической щели в спектре ТИ-биполяронов делает возмож-
ной их бозе-конденсацию в магнитном поле. Вводится представление о
максимальном значении напряжённости магнитного поля, при котором
бозе-конденсация возможна. Найдены зависимости величины критиче-
ского магнитного поля от температуры и значения критической темпе-
ратуры от магнитного поля. Показано, что фазовый переход идеального
газа ТИ-биполяронов в зависимости от величины магнитного поля мо-
жет быть как первого, так и бесконечного рода. Дано обобщение на слу-
чай анизотропного сверхпроводника. Такое обобщение позволяет прове-
сти сравнение полученных результатов с экспериментом, которое даётся
в §7.

В §8 рассматриваются скейлинговые соотношения в сверхпроводни-
ках. Даётся вывод формулы Александрова и закона Хомеса.

В §9 суммированы полученные результаты.

2. Гамильтониан Пекара-Фрёлиха. Канониче-
ские преобразования

При описании биполяронов, следуя [33], [35]-[37], будем исходить из
гамильтониана Пекара-Фрёлиха:

H =
1

2m∗

(
p̂1 −

e

c
A⃗1

)2
+

1

2m∗

(
p̂2 −

e

c
A⃗2

)2
+
∑
k

~ω0
ka

+
k ak + (1)∑

k

(
Vke

ik⃗r⃗1ak + Vke
ik⃗r⃗2ak +H.c.

)
+ U (|r⃗1 − r⃗2|) ,

U (|r⃗1 − r⃗2|) =
e2

ϵ∞ |r⃗1 − r⃗2|
,

где p̂1, r⃗1, p̂2, r⃗2 – импульсы и координаты первого и второго электрона,
A⃗1 = A⃗(r⃗1), A⃗2 = A⃗(r⃗2) – вектор-потенциал внешнего магнитного поля
в точках нахождения первого и второго электронов соответственно; a+k , ak
– операторы рождения и уничтожения квантов поля с энергией ~ω0

k;m
∗ –

эффективная масса электрона; величина U описывает кулоновское оттал-
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кивание между электронами; Vk – функция волнового вектора k:

Vk =
e

k

√
2π~ω0

ϵ̃V
=

~ω0

ku1/2

(
4πα

V

)1/2

, u =

(
2m∗ω0

~

)1/2

, α =
1

2

e2u

~ω0ϵ̃
, (2)

ϵ̃−1 = ϵ−1
∞ − ϵ−1

0 ,

где e – заряд электрона; ϵ∞ и ϵ0 – высокочастотная и статическая диэлек-
трические проницаемости; α – константа электрон-фононного взаимо-
действия; V – объём системы.

Ось z выбрана вдоль направления индукции магнитного поля B⃗ и ис-
пользуется симметричная калибровка:

A⃗j =
1

2
B⃗ × r⃗j,

для j = 1.2. Для рассматриваемого ниже синглетного состояния биполя-
рона вклад от спинового слагаемого равен нулю.

В системе центра масс гамильтониан (1) примет вид:

H =
1

2Me

(
p̂R − 2e

c
A⃗R

)2

+
1

2µe

(
p̂r −

e

2c
A⃗r

)2
+
∑
k

~ω0
ka

+
k ak + (3)

∑
k

2Vkcos
k⃗r⃗

2

(
ake

ik⃗R⃗ +H.c.
)
+ U(|r⃗|),

R⃗ = (r⃗1 + r⃗2)/2, r⃗ = r⃗1 − r⃗2, Me = 2m∗, µe = m∗/2,

A⃗r =
1

2
B(−y, x, 0), A⃗R =

1

2
B(−Y,X, 0),

p̂R = p̂1 + p̂2 = −i~∇R⃗, p̂r = (p̂1 − p̂2)/2 = −i~∇r,

где x, y иX,Y – компоненты векторов r⃗, R⃗ соответственно.
Подвергнем гамильтонианH каноническомупреобразованиюГейзен-

берга [41], [42]:

S1 = exp i

(
G⃗−

∑
k

k⃗a+k ak

)
R⃗, (4)

G⃗ =
ˆ⃗PR +

2e

c
A⃗R,

ˆ⃗PR = ˆ⃗pR +
∑
k

~k⃗a+k ak, (5)

где G⃗ – величина, коммутирующая с гамильтонианом и поэтому являю-
щаяся сохраняющейся величиной, т.е. c-числом, ˆ⃗PR – полный импульс.

В результате действия S1 на оператор поля получим:

S−1
1 akS1 = ake

−ik⃗R⃗, S−1
1 a+k S1 = a+k e

−ik⃗R⃗. (6)
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Соответственно, преобразованный гамильтониан H̃ = S−1
1 HS1 примет вид:

H̃ =
1

2Me

(
G⃗−

∑
k

~k⃗a+k ak −
2e

c
A⃗R

)2

+
1

2µe

(
ˆ⃗pr −

e

2c
A⃗r

)2
+ (7)

∑
k

~ω0
ka

+
k ak +

∑
k

2Vkcos
k⃗r⃗

2

(
ak + a+k

)
+ U(|r⃗|).

В дальнейшем будем полагать:

G⃗ = 0. (8)

Будем искать решения стационарного уравнения Шрёдингера, соответ-
ствующего гамильтониану (7), в виде:

ΨH(r, R) = ϕ(R)ψ(r) (9)

ϕ(R) = exp

(
−i2e

~c

∫ R⃗

0

A⃗R′dR⃗′

)
.

Явный вид функции ψ(r) приведён в [35]-[38].
Усреднение H̃ по волновой функции ΨH(r, R) даёт:

¯̃H =
1

2Me

(∑
k

~k⃗a+k ak

)2

+
∑
k

~ω̃ka
+
k ak + (10)∑

k

V̄k
(
ak + a+k

)
+ T̄ + Ū + Π̄,

где:

T̄ =
1

2µe

⟨
ψ
∣∣∣(p̂r − e

2c
A⃗r)

2
∣∣∣ψ⟩ , Ū = ⟨ψ |U(r)|ψ⟩ , (11)

V̄k = 2Vk

⟨
ψ

∣∣∣∣∣cos k⃗r⃗2
∣∣∣∣∣ψ
⟩
, Π̄ =

2e2

Mec2
⟨
ϕ
∣∣A2

R

∣∣ϕ⟩ ,
~ω̃k = ~ω0

k +
2~e
Mec

⟨
ϕ
∣∣∣⃗kA⃗R

∣∣∣ϕ⟩ .
В дальнейшем в этом разделе будем полагать ~ = 1, ω0

k = 1, Me = 1. Из
(10) следует, что биполяронный гамильтониан отличается от поляронного
гамильтониана заменой в последнем величины Vk на V̄k и добавлением к
поляронному гамильтониану T̄ , Ū , Π̄.

С использованием канонического преобразования Ли, Лоу и Пайнса
[43]
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S2 = exp

{∑
k

fk(a
+
k − ak)

}
, (12)

где fk – вариационные параметры, имеющие смысл величины смещения
осцилляторов поля из своих равновесных положений:

S−1
2 akS2 = ak + fk, S−1

2 a+k S2 = a+k + fk, (13)

для гамильтониана ˜̃H:

˜̃H = S−1
2 H̄S2, (14)

˜̃H = H0 +H1,

получим:

H0 = 2
∑
k

V̄kfk +
∑
k

f 2k ω̃k +
1

2

(∑
k

k⃗f 2k

)2

+H0 + T̄ + Ū + Π̄,

H0 =
∑
k

ωka
+
k ak +

1

2

∑
k,k′

k⃗k⃗′fkfk′(akak′ + a+k a
+
k′ + a+k ak′ + a+k′ak), (15)

где:

ωk = ω̃k +
k2

2
+ k⃗

∑
k′

k⃗′f 2k′. (16)

Гамильтониан H1 содержит линейные, тройные и четверные по операто-
рам рождения и уничтожения члены. Его явный вид приведён в [38], [40].

Далее, как показано в [38], [40], использование канонического преоб-
разования Боголюбова-Тябликова [44] для перехода от операторов a+k , ak к
новым операторам α+

k , αk:

ak =
∑
k′

M1kk′αk′ +
∑
k′

M∗
2kk′α

+
k′

a+k =
∑
k′

M ∗
1kk′α

+
k′ +

∑
k′

M2kk′αk′, (17)

в которыхH0 – диагональный оператор, обращает в ноль математическое
ожидание H1 в отсутствие внешнего магнитного поля. Вклад H1 в спектр
преобразованного гамильтониана, когдамагнитное поле отлично от нуля,
обсуждается в §3.

В новых операторах α+
k , αk гамильтониан (15) примет вид

˜̃̃
H = Ebp +

∑
k

νkα
+
k αk,
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Ebp = ∆Er + 2
∑
k

V̄kfk +
∑
k

ω̃kf
2
k + T̄ + Ū + Π̄, (18)

где∆Er – так называемая „энергия отдачи“. Общее выражение для∆Er =
∆Er {fk} было получено в [40]. Конкретный расчёт энергии основного со-
стояния Ebp осуществляется посредством минимизации (18) по fk и ψ и в
отсутствие магнитного поля был проведён в [38], [40].

Заметим, что в теории полярона с нарушенной симметрией диаго-
нальный электрон-фононный гамильтониан имеет вид (18) [45]. Этот га-
мильтониан может быть интерпретирован как гамильтониан полярона и
системысвязанных снимперенормированныхреальныхфононовиликак
гамильтониан, которыйобладает спектромквазичастичныхвозбуждений,
определяемым (18) [46]. В последнем случае возбуждённые состояния по-
лярона представляют собой фермиевские квазичастицы.

В случае биполярона ситуация становится качественно отличной, по-
скольку биполярон является бозе-частицей, чей спектр определяется (18).
Очевидно, газ из таких частицможетиспытывать конденсациюБозе-Эйн-
штейна (БЭК). Трактовка (18) как биполярона и связанных с ним перенор-
мированных фононов не препятствует их (БЭК), поскольку требуемое для
БЭК постоянство частиц автоматически выполняется ввиду коммуутации
полного числа перенормированных фононов с гамильтонианом (18).

Входящие в (17) перенормированные частоты νk, согласно [38], [40],
[47] определяются уравнением для величины s:

1 =
2

3

∑
k

k2f 2kωk

s− ω2
k

, (19)

решения которого дают спектр значений s =
{
ν2k
}
.

3. Энергетический спектр ТИ-биполярона
Гамильтониан (18) удобно представить в виде:

˜̃̃
H =

∑
n=0,1,2,...

Enα
+
nαn, (20)

En =

 Ebp, n = 0;

νn = Ebp + ωkn, n ̸= 0;
(21)

где в случае трёхмерного ионного кристалла k⃗n – вектор с компонентами:

kni
= ±2π(ni − 1)

Nai

, ni = 1, 2, ...,
Nai

2
+ 1, i = x, y, z, (22)
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Рис. 1. Графическое решение уравнения (24).

Nai – число атомов вдоль i-ой кристаллографической оси. Докажем спра-
ведливость выражения для спектра (20), (21). Поскольку операторы α+

n , αn

подчиняются бозевским перестановочным соотношениям:[
αn, α

+
n′

]
= αnα

+
n′ − α+

n′αn = δn,n′, (23)

то их можно считать операторами рождения и уничтожения ТИ-биполя-
ронов. Энергетический спектр ТИ-биполяронов, согласно (19), определя-
ется уравнением:

F (s) = 1, (24)

где:

F (s) =
2

3

∑
n

k2nf
2
kn
ω2
kn

s− ω2
kn

. (25)

Уравнение (24) удобно решать графически (рис. 1):
Из рис. 1. следует, что частоты νkn лежат между частотами ωkn и ωkn+1

.
Таким образом, спектр νkn, как и спектр ωkn, является квазинепрерывным:
νkn − ωkn = O(N−1), что и доказывает справедливость (20), (21).

Отсюда следует, что спектр ТИ-биполярона имеет щель между основ-
ным состоянием Ebp и квазинепрерывным спектром, равную ω0.

В отсутствие внешнего магнитного поля входящие в выражение для
ωk (16) функции fk не зависят от направления волнового вектора k⃗. При
наличии внешнего магнитного поля fk нельзя считать изотропной вели-
чиной, соответственно, нельзя полагать равным нулю последний член в
выражении (16) для ωk. Кроме того, угловая зависимость в спектре ωk в
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магнитном поле содержится и в члене ω̃k, входящем в величину ωk. В си-
лу того, что в рассматриваемой изотропной системе имеется только одно
выделенное направление, задаваемое вектором B⃗, для ωk из (16) получим:

ωkn = ω0 +
~2k2n
2Me

+
η

Me

(
B⃗k⃗n

)
, (26)

где η – некоторая скалярная величина. Заметим, что вклад H1 в спектр
(26) приводит к зависимости η от |⃗k| и (k⃗B⃗). Для слабого магнитного поля
в длинноволновом пределе (когда применим гамильтониан Фрёлиха) мы
можем пренебречь такой зависимостью и считать η постоянной величи-
ной.

Длямагнитногополя, направленного вдольоси z, выражение (26)мож-
но представить в виде:

ωkn = ω0 +
~2

2Me

(
kzn + k0z

)2
+

~2

2Me

(
k2xn + k2yn

)2 − η2B2

2~2Me
. (27)

Отметим, чтоформулу (27)можно обобщить на актуальныйв дальнейшем
анизотропный случай, когда в направлениях kx и ky:Mex = Mey = M||, а в
направлении kz:Mez =M⊥ (§5). Формула (27) в этом случае примет вид:

ωkn = ω0 +
~2

2M⊥

(
kzn + k0z

)2
+

~2

2M||

(
k2xn + k2yn

)
− η2B2

2~2M⊥
, (27 ′)

если магнитное поле направлено вдоль оси z, и

ωkn = ω0 +
~2

2M⊥
k2zn +

~2

2M||

(
kxn + k0xn

)2
+

~2

2M||
k2yn −

η2B2

2~2M||
, (27 ′′)

если магнитное поле направлено по оси x.
Ниже мы рассмотрим случай низкой концентрации ТИ-биполяронов

в кристалле. Тогда с хорошей точностьюможно рассматривать их как иде-
альный бозе-газ, свойства которого определяются гамильтонианом (20).

4. Статистическая термодинамика газа
ТИ-биполяронов низкой плотности
в отсутствие магнитного поля

Рассмотрим идеальный бозе-газ ТИ-биполяронов, представляющий
собой систему из N-частиц, находящихся в объёме V . Обозначим через
N0 – число частиц в нижнем одночастичном состоянии, а через N ′-число
частиц в более высоких состояниях. Тогда:

N =
∑

n=0,1,2,...

m̄n =
∑
n

1

e(En−µ)/T − 1
, (28)
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Рис. 2. Решения уравнения (30) с Cbp = 331.35 и ω̃i = {0.2; 1; 2; 10; 15; 20},
которым соответствуют T̃ci: T̃c1 = 27.325; T̃c2 = 30.0255; T̃c3 = 32.1397;

T̃c4 = 41.8727; T̃c5 = 46.1863; T̃c6 = 49.9754.

или:
N = N0 +N ′, N0 =

1

e(Ebp−µ)/T − 1
, N ′ =

∑
n ̸=0

1

e(En−µ)/T − 1
. (29)

Заменяя в выражении для N ′ (29) суммирование на интегрирование по
квазинепрерывному спектру (20), (21), (27) и полагая в (29) µ = Ebp, по-
лучим из (28), (29) уравнение для определения критической температуры
бозе-конденсации Tc:

Cbp = fω̃H

(
T̃c

)
, (30)

fω̃H

(
T̃c

)
= T̃ 3/2

c F3/2

(
ω̃H/T̃c

)
, F3/2(α) =

2√
π

∫ ∞

0

x1/2dx

ex+α − 1
,

Cbp =

(
n2/32π~2

Meω∗

)3/2

, ω̃H =
ω0 − η2H2/2Me

ω∗ , T̃c =
Tc
ω∗ ,

где n = N/V . В этом разделе мы рассмотрим случай отсутствия магнит-
ного поля: H = 0. На рис. 2 приведено графическое решение уравнения
(30) для значений параметровMe = 2m∗ = 2m0, гдеm0 – масса свободного
электрона в вакууме, ω∗ = 5мэВ (≈58K), n = 1021 см−3 и значений: ω̃1 = 0.2;
ω̃2 = 1; ω̃3 = 2; ω̃4 = 10; ω̃5 = 15; ω̃6 = 20; ω̃H = ω̃ = ω0/ω

∗, ωHcr
= ωH для

T̃ = T̃C .
Из рис. 2 следует, что критическая температура растёт с ростом фо-

нонной частоты ω0. Соответствующие выбранным значениям параметров
отношениякритических температурTci/ω0i приведенывтаблице1.Из таб-
лицы 1 следует вывод о том, что критическая температура ТИ-биполя-
ронного газа всегда выше, чем в случае идеального бозе-газа (ИБГ). Из
рис. 2 также следует, что увеличение концентрации ТИ-биполяронов n
будет приводить к увеличению критической температуры, а увеличение
массы электронаm∗ – к её снижению.



14

Таблица 1. Рассчитанные значения характеристик бозе-газа
ТИ-биполяронов с концентрацией n = 1021 см−3.

i 0 1 2 3 4 5 6

ω̃i 0 0.2 1 2 10 15 20

Tci/ωoi ∞ 136.6 30 16 4.2 3 2.5

qi/Tci 1.3 1.44 1.64 1.8 2.5 2.8 3

−∆(∂Cv,i/∂T̃ ) 0.11 0.12 0.12 0.13 0.14 0.15 0.15

Cv,i(Tc − 0) 1.9 2.16 2.46 2.7 3.74 4.2 1.6

(Cs − Cn)/Cn 0 0.16 0.36 0.52 1.23 1.53 1.8

nbpi·cm3 16·1019 9.4·1018 4.2·1018 2.0·1018 1.2·1017 5.2·1014 2.3·1013

ω̃i = ωi/ω
∗, ω∗ = 5мэВ, ωi – энергия оптического фонона; Tci – крити-

ческая температура перехода, qi – скрытая теплота перехода из конден-
сатного в надконденсатное состояние; −∆(∂Cv,i/∂T̃ ) = ∂Cv,i/∂T̃

∣∣∣
T̃=T̃ci

+0
−

∂Cv,i/∂T̃
∣∣∣
T̃=T̃ci

−0
– скачок теплоёмкости при СП переходе, T̃ = T/ω∗ ;

Cv,i(Tc− 0) – теплоёмкость в СП фазе в критической точке; Cs = Cv(Tc− 0),
Cn = Cv(Tc + 0). Расчёты проведены для концентрации ТИ-биполяронов
n = 1021 см−3 и эффективной массы зонного электронаm∗ = m0.
В таблице приведены также значения концентраций ТИ-биполяронов nbpi
для ВТСП Y Ba2Cu3O7, исходя из экспериментального значения темпера-
туры перехода Tc = 93K (§6).

При ω̃ = 0 результатыпереходят в известныйпределИБГ. В частности,
из (22) при ω̃ = 0 следует выражение для критической температуры ИБГ:

Tc = 3.31~2n2/3/Me. (31)

Подчеркнём, однако, что в (31) входит Me = 2m∗, а не масса биполя-
рона. Это снимает проблему низкой температуры конденсации, возника-
ющей как в теории ПМР, так и в теории ПБР, в которых в выражении (31)
фигурирует масса биполярона [48]-[54]. Другой важный результат состоит
в том, что критическая температура Tc для выбранных значений парамет-
ров значительно превосходит энергию щели ω0.

Из (28), (29) следует, что:

N ′(ω̃)

N
=
T̃ 3/2

Cbp
F3/2

(
ω̃

T̃

)
, (32)
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Рис. 3. Температурные зависимости относительного числа
надконденсатных частиц N ′/N и частиц, находящихся в конденсате
N0/N = 1−N ′/N , для значений параметров ω̃i, приведённых на рис. 2.

N0(ω̃)

N
= 1− N ′(ω̃)

N
. (33)

На рис. 3 приведенытемпературные зависимостичисланадконденсатных
частицN ′ и числа частиц, находящихся в конденсатеN0, для вышеуказан-
ных значений параметров ω̃i.

Из рис. 3 следует, что, как и следовало ожидать, число частиц в кон-
денсате растёт с увеличением щели ωi.

Энергия ТИ-биполяронного газа E определяется выражением:

E =
∑

n=0,1,2,...

m̄nEn = EbpN0 +
∑
n ̸=0

m̄nEn. (34)

С использованием (20), (21) для удельной энергии (т.е. энергии, приходя-
щейся на один ТИ-биполярон) Ẽ(T̃ ) = E/Nω∗, Ẽbp = Ebp/ω

∗ из (34) полу-
чим:

Ẽ(T̃ ) = Ẽbp +
T̃ 5/2

Cbp
F3/2

(
ω̃ − µ̃

T̃

) ω̃
T̃

+
F5/2

(
ω̃−µ̃

T̃

)
F3/2

(
ω̃−µ̃

T̃

)
 , (35)

F5/2(α) =
2√
π

∫ ∞

0

x3/2dx

ex+α − 1
,

где µ̃ определяется из уравнения:

T̃ 3/2F3/2

(
ω̃ − µ̃

T̃

)
= Cbp, (36)

µ̃ =

 0, T̃ ≤ T̃c;

µ̃(T̃ ), T̃ ≥ T̃c
.
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Рис. 4. Температурные зависимости∆E(T̃ ) = Ẽ(T̃ )− Ẽbp для значений
параметров ω̃i, приведённых на рис. 2,3.

Связь µ̃ с химическим потенциалом системы µ даётся соотношением µ̃ =
(µ−Ebp)/ω

∗. Из (35)-(36) также следуют выражения для свободной энергии:
F = −2E/3 и энтропии S = −∂F/∂T .

На рис. 4 приведены температурные зависимости ∆E = Ẽ − Ẽbp для
вышеуказанных значений параметров ωi. Точки излома на кривых∆Ei(T̃ )
соответствуют значениям критических температур Tci.

Полученные зависимости позволяют найти теплоёмкость ТИ-бипо-
ляронного газа: Cv(T̃ ) = dẼ/dT̃ . Из (27) для Cv(T̃ ) при T̃ ≤ T̃c получим:

Cv(T̃ ) =
T̃ 3/2

2Cbp

[
ω̃2

T̃ 2
F1/2

(
ω̃

T̃

)
+ 6

(
ω̃

T̃

)
F3/2

(
ω̃

T̃

)
+ 5F5/2

(
ω̃

T̃

)]
, (37)

F1/2(α) =
2√
π

∫ ∞

0

1√
x

dx

ex+α − 1
.

Из (37) следует известная экспоненциальная зависимость теплоёмкости
принизких температурахCv ∼ exp(−ω0/T ), обусловленнаяналичиемэнер-
гетической щели ω0.

На рис. 5 приведенытемпературные зависимости теплоёмкостиCv(T̃ )
для вышеуказанных значений параметров ω̃i. В таблице 1 для значений
параметров ω̃i приведены величины скачков теплоёмкости:

∆
∂Cv(T̃ )

∂T̃
=
∂Cv(T̃ )

∂T̃

∣∣∣∣∣
T̃=T̃c+0

− ∂Cv(T̃ )

∂T̃

∣∣∣∣∣
T̃=T̃c−0

(38)

в точках перехода.
Полученные зависимости позволят найти скрытую теплоту перехода

q = TS, S – энтропия надконденсатных частиц. В точке перехода эта ве-
личина равна: q = 2TcCv(TC − 0)/3, где Cv(T ) определяется формулой (37),
и для вышеуказанных значений параметров ωi приведена в Таблице 1.
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Рис. 5. Температурные зависимости теплоёмкости для различных
значений параметров ωi: ω0 = 0; T̃C0

= 25.2445; Cv(T̃c0) = 1.925;
ω1 = 0.2; T̃c1 = 27.325; Cv(T̃c1 − 0) = 2.162; Cv(T̃c1 + 0) = 1.868;
ω2 = 1; T̃c2 = 30.0255; Cv(T̃c2 − 0) = 2.465; Cv(T̃c2 + 0) = 1.812;
ω3 = 2; T̃c3 = 32.1397; Cv(T̃c3 − 0) = 2.699; Cv(T̃c3 + 0) = 1.777;
ω4 = 10; T̃c4 = 41.8727; Cv(T̃c4 − 0) = 3.740; Cv(T̃c4 + 0) = 1.6779;
ω5 = 15; T̃c5 = 46.1863; Cv(T̃c5 − 0) = 4.181; Cv(T̃c5 + 0) = 1.651;
ω6 = 20; T̃c6 = 49.9754; Cv(T̃c6 − 0) = 4.560; Cv(T̃c6 + 0) = 1.633.
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5. Токовые состояния ТИ-биполяронного
газа

Как известно, отсутствие магнитного поля в объёме сверхпроводника
обусловлено существованием компенсирующих это поле поверхностных
токов. Так, из условия (8) следует, что:

P⃗R = −2e

c
A⃗R, (39)

т.е. в сверхпроводнике существует незатухающий ток j⃗:

j⃗ = 2en0P⃗R/M
∗
e = −4e2n0

M ∗
e c
A⃗R, (40)

(гдеM∗
e – эффективная масса биполярона), приводящий к эффекту Мейс-

нера, где n0 – концентрация сверхпроводящих носителей тока n0 = N0/V .
Сравнивая (40) с известным феноменологическим выражением для по-
верхностного тока j⃗S [56]:

j⃗S = − c

4πλ2
A⃗, (41)

и полагая A⃗ = A⃗R, из равенства j⃗ = j⃗S из (40), (41) получим известное
выражение для лондоновской глубины проникновения λ:

λ =

(
M ∗

e c
2

16πe2n0

)1/2

. (42)

Равенство «микроскопического» выражения для тока (40) его «макроско-
пическому» значению не может быть точным. Соответственно, равенство
A⃗ = A⃗R также является приближённым, так как A⃗R – представляет собой
вектор-потенциал в точке, где находится центр масс двух электронов, в
то время как в теории Лондонов A⃗-это вектор-потенциал в точке, где на-
ходится частица. По этой причине более реальным было бы считать рас-
сматриваемые величины пропорциональными. В этом случае выражение
для глубины проникновения имеет вид:

λ = const
(

M ∗
e c

2

16πe2n0

)1/2

, (42′)

где постоянный множитель в (42′) должен определяться из сравнения с
экспериментом.

Выражение (39) былополученов случаеизотропнойэффективноймас-
сы носителей тока. В действительности оно имеет более общий характер
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и не изменяется при учёте анизотропии эффективных масс. Так, напри-
мер, в слоистых ВТСП материалах кинетическая энергия носителей тока
в гамильтониане (1) должна быть заменена выражением:

Ta =
1

2m∗
||

(
P̂1|| −

e

c
A⃗1

)2
+

1

2m∗
||

(
P̂2|| −

e

c
A⃗2

)2
+ (43)

1

2m∗
⊥

(
P̂1⊥ − e

c
A⃗1z

)2
+

1

2m∗
⊥

(
P̂2⊥ − e

c
A⃗1z

)2
,

где P̂1,2||, A⃗1,2|| – операторы импульса и вектора-потенциала в плоскостях
слоёв (ab-плоскостях); P̂1,2⊥, A⃗1,2⊥- соответствующие величины в перпен-
дикулярном плоскостям направлении (вдоль оси с); m∗

||, m
∗
⊥ – эффектив-

ные массы в плоскостях и в перпендикулярном направлении.
В результате преобразования:

x̃ = x, ỹ = y, z̃ = γz (44)
Ãx̃ = Ax, Ãỹ = Ay, Ãz̃ = γ−1Az,

ˆ̃Px̃ = P̂x,
ˆ̃Pỹ = Py, P̃z̃ = γ−1Pz,

где γ2 = m∗
⊥/m

∗
||, γ – параметр анизотропии, кинетическая энергия T̃a ока-

зывается изотропной. Отсюда следует, что: ˆ̃PR+(2e/c) ⃗̃AR̃ = 0. Тогда из (44)
следует, что соотношение (39) оказывается справедливым и в анизотроп-
ном случае. Из сказанного следует, что:

P⃗R|| = −2e

c
A⃗R||, P⃗R⊥ = −2e

c
A⃗R⊥,

j⃗|| = 2en0PR||/M
∗
e||, j⃗⊥ = 2en0P⃗R⊥/M

∗
e⊥. (45)

Магнитное поле, направленное перпендикулярно плоскости слоёв, будет
индуцировать токи, текущие в плоскости слоёв. При проникновении в об-
разец такое поле будет затухать вдоль плоскости слоёв. Обозначим лондо-
новскую длину проникновения для магнитного поля, перпендикулярно-
го плоскости слоёв (H⊥), через λ⊥, а для магнитного поля, параллельного
плоскости слоёв (H||) – через λ||.

Отсюда вытекают выражения для лондоновских длинпроникновения
магнитного поля в образец:

λ⊥ =

(
M ∗

e⊥c
2

16πe2n0

)1/2

, λ|| =

(
M ∗

e||c
2

16πe2n0

)1/2

. (46)
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Для λ|| и λ⊥ часто используют также обозначения λab и λc соответственно.
Из (46) следует, что :

λ⊥
λ||

=

(
M ∗

e⊥
M ∗

e||

)1/2

= γ∗. (47)

Из (46) также следует, что лондоновская длина проникновения зависит от
температуры:

λ2(0)/λ2(T ) = n0(T )/n0(0). (48)
В частности, при ω = 0 с использованием (31) получим:

λ(T ) = λ(0)
(
1− (T/TC)

3/2
)−1/2. Сравнение полученной зависимости с

другими подходами даётся в §7.
Обычно считается, что Бозе-система становится сверхпроводящей

вследствие взаимодействиямеждучастицами.Существованиещелив спек-
тре ТИ-биполяронов может приводить к их конденсации даже в отсут-
ствие взаимодействия между частицами, и критерий сверхтекучести Лан-
дау

v < ~ω0/P (49)
может выполняться даже для невзаимодействующих частиц. Из условия
(49) вытекает выражение для максимальной величины плотности тока
jmax = envmax:

jmax = en0

√
~ω0

M ∗
e

. (50)

В заключение этого раздела отметим, что все сказанное относилось к ло-
кальной электродинамике. Соответственно, выражения, полученные для
λ, справедливы только при условии λ >> ξ, где ξ – корреляционная дли-
на, определяющая характерный размер пары, т.е. характерный масштаб
изменения волновой функции ψ(r) в (9). Это условие, как правило, вы-
полняется вВТСПматериалах. В обычных сверхпроводниках выполняется
обратное неравенство. Нелокальное обобщение электродинамики сверх-
проводников было сделаноПиппардом [57], согласно которому связьмеж-
ду j⃗S и A⃗ в выражении (41) может быть записана в виде:

j⃗S =

∫
Q̂(r − r′)A⃗(r′)dr⃗′, (51)

гдеQ – некоторый оператор, радиус действия которого обычно полагает-
ся равным ξ. В пределе ξ >> λ это приводит к увеличению абсолютного
значения длины проникновения магнитного поля в сверхпроводник, ко-
торое становится равным (λ2ξ)1/3 [56].



21

6. Термодинамические свойства
ТИ-биполяронного газа в магнитном поле

То, что бозе-конденсация идеального бозе-газа в магнитном поле не-
возможна, [58] не означает, что механизм БЭК нельзя использовать при
описании сверхпроводимости в магнитном поле. Это следует из того фак-
та, что в объёме сверхпроводника магнитное поле тождественно равно
нулю. В то же время, отвлекаясь от проблемы сверхпроводимости, нет ни-
каких препятствий рассматривать бозе-газ помещённым вмагнитное по-
ле. Представляет интерес исследовать этот вопрос применительно к газу
из ТИ-биполяронов.

Прежде всего отметим, что из выражения для ω̃H , даваемого (30), сле-
дует, чтоприω0 = 0 бозе-конденсацияТИ-биполяроновоказываетсяневоз-
можной, если H ̸= 0. Для обычного идеального заряженного бозе-газа
этот вывод был впервые сделан в [58]. Вследствие того, что в спектре ТИ-
биполяронов имеется щель между основным и возбуждёнными состоя-
ниями(§3), для газа ТИ-биполяронов этот вывод при ω0 ̸= 0 становится
несправедлив.

Из выражения для ω̃H (30) следует, что существует максимальная ве-
личина магнитного поляHmax, равная:

H2
max =

2ω0~2Me

η2
. (52)

При H > Hmax
1 однородное сверхпроводящее состояние невозможно. С

использованием (52) для ω̃H (30) получим:

ω̃H = ω̃
(
1−H2/H2

max

)
. (53)

Для заданной температуры обозначимHcr(T ) величину магнитного поля,
при которой сверхпроводимостьисчезает. Этому значениюполя, согласно
(53), соответствует ω̃Hcr

:

ω̃Hcr(T ) = ω̃
(
1−H2

cr(T )/H
2
max

)
. (54)

Температурная зависимость величины ω̃Hcr
(T )можетбытьнайденаиз урав-

нения (30):

Cbp = T̃ 3/2F3/2

(
ω̃Hcr(T̃ )/T̃

)
. (55)

1Как это следует из (16), величина η состоит из двух частей: η = η′ + η′′. Величина η′ определяется ин-
тегралом, входящим в выражение для ω̃k (11). По этой причине η′ зависит от формы поверхности образца.
Величина η′′ определяется суммой, входящей в выражение дляωk (16), и слабо зависит отформыповерхно-
сти образца. Отсюда следует, что величина η может меняться при изменении формы поверхности образца
и тем самым приводить к изменению величиныHmax.
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Рис. 6. Температурная зависимостьH2
cr,i/H

2
max,I на интервале [0;Tc,i] для

значений параметров ω̃i, данные на рис. 2.

Она имеет вид, приведённый на рис. 2.
С использованием (52) и температурной зависимости, приведённой

на рис. 2, можно найти температурную зависимостьHcr(T̃ ):

H2
cr(T̃ )

H2
max

= 1− ωHcr(T̃ )/ω̃. (56)

Для T̃ ≤ T̃ci эти зависимости приведены на рис. 6.
Согласнорис. 6,Hcr(T̃ )достигает своегомаксимумаприконечнойтем-

пературе T̃c(ω̃ = 0) ≤ T̃c(ω0i). Из рис. 6 следует, что при температуре ниже
чем T̃c(ω̃ = 0) = 25.24 дальнейшее понижение температуры уже не изме-
няет величины критического поля Hcr(T̃ ) независимо от величины щели
ω̃.

Введём также понятие температурыперехода Tc(H) вмагнитномполе
H. На рис. 7 приведены зависимости Tc(H), вытекающие из рис. 6 и опре-
деляемые соотношениями:

Cbp = T̃
3/2
c,i (H)F3/2

(
ω̃H,i/T̃c,i(H)

)
, ω̃H,i = ω̃H=0,i

[
1−H2/H2

max,i

]
. (57)

Из рис. 7 следует, что критическая температура перехода T̃c(H) изме-
няется скачком при достижении магнитным полем значения Hmax,i.

Для решения вопроса о типе фазового перехода в магнитном поле бу-
демисходитьизизвестного соотношения, связывающего свободныеэнер-
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Рис. 7. Зависимость критической температуры перехода T̃H,i от
магнитного поляH для значений параметров ω̃i, используемых для

Рис. 2.

гии в сверхпроводящем и нормальном состояниях:

FS +
H2

8π
= FN , (58)

где FS и FN – свободные энергии единицы объёма сверхпроводящего и
нормального состояний соответственно:

FS =
N

V
Ebp(H = 0)− 2

3
∆E(ωH=0)

N

V
, (59)

FN =
N

V
Ebp(H)− 2

3
∆E(ωH)

N

V
, (60)

где ∆E = E − Ebp, E = ω∗Ẽ, где Ẽ определяется формулой (35). Диффе-
ренцируя (56) по температуре и учитывая, что S = −∂F/∂T , для теплоты
перехода q получим:

q = T (SN − SS) = −T∂(FN − FS)/∂T = −T Hcr

4π

∂Hcr

∂T
. (61)

Соответственно, для разности энтропий SS − SN получим:

SS − SN =
Hcr

4π

(
∂Hcr

∂T

)
=
H2

max

8πω∗ (S̃S − S̃N). (62)
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Рис. 8. Температурные зависимости разностей энтропий в
сверхпроводящем и нормальном состояниях для параметров ω̃i,

используемых для рис. 6, 7.

На рис. 8 показана зависимость разности энтропий (62) от темпера-
турыдля различных значенийкритических температур (ω̃i), приведённых
на рис. 2. Представленные на рис. 8 зависимости могут показаться стран-
ными, по крайней мере в двух отношениях:

1. В теорииБКШитеории Гинзбурга-Ландау в самой критической точ-
ке Tc разность энтропий в соответствии с формулой Рутгерса обращается
в ноль. На рис. 8 энтропия является монотонной функцией T̃ и не обра-
щается в ноль при T = Tc.

2. Во-вторых по абсолютной величине разность |S̃S − S̃N | при при-
ближении к предельной точке T̃c = 25.2, которая соответствует значению
ω̃ = 0, казалось бы, должна не возрастать, а уменьшаться, обращаясь в
ноль при ω̃ = 0.

Что касается второго пункта, то это действительно имеет место для
|SS−SN |, поскольку величинамаксимальногополяHmax и, соответственно,
множителяH2

max/8π, связывающего величины SS −SN и S̃S − S̃N при ω̃ = 0
обращается в ноль.

Что касается первого пункта, то, как будет показано ниже, формула
Рутгерса для бозе-конденсата ТИ-биполяронов оказывается непримени-
мой.

ВТаблице 2приводятся значения величины S̃S−S̃N для значений кри-
тических температур, соответствующих различным значениям ω̃Hcr,i

.
Полученныерезультатыприводят крядуфундаментальных следствий:
1. Кривая зависимости Hcr(T ) (рис. 6) имеет нулевую производную,
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dHcr(T )/dT = 0 при T = 0. Этот результат находится в соответствии с тео-
ремой Нернста, согласно которой энтропия, определяемая (61) при T = 0,
равна нулю.

2. Согласно рис. 6, Hcr(T ) – это монотонно спадающая с увеличением
T кривая при T > Tc(ω̃ = 0), а при T ≤ Tc(ω̃ = 0) – постоянная величина.
Отсюда следует, что ∂Hcr(T )/∂T < 0 при T > Tc(ω̃ = 0). Следовательно, в
интервале температур [Tc(ω̃ = 0), Tc(ω̃)] SS < SN , а в интервале [0, Tc(ω̃ = 0)]
SS = SN .

Отсюда следуют важные выводы:
1. Переход в интервале [0, Tc(ω̃ = 0)] происходит без поглощения или

выделения скрытой теплоты, т.к. в этом случае SS = SN . То есть экспери-
ментально он будет виден как фазовый переход второго рода. В действи-
тельности, в области [0, Tc(ω̃ = 0)], фазовый переход в сверхпроводящее
состояние является фазовым переходом бесконечного рода, поскольку в
этой области производные любого порядка от разности свободных энер-
гий FS − FN , согласно (58) и рис. 6, обращаются в ноль.

2. Переход в магнитном поле из сверхпроводящего в нормальном со-
стояние в интервале [Tc(ω̃ = 0), Tc(ω̃)], которому соответствует SS < SN ,
происходит с поглощением скрытой теплоты. Наоборот, при переходе в
этом интервале из нормального в сверхпроводящее состояние скрытая
теплота выделяется. Фазовый же переход в интервале [0, Tc(ω̃ = 0)] не со-
провождается поглощением или выделением скрытой теплоты, являясь
фазовым переходом бесконечного рода.

С учётомтого, что удельная теплоёмкость вещества определяетсяфор-
мулойC = T (∂S/∂T ), разность удельных теплоёмкостей сверхпроводяще-
го и нормального состояния, согласно (62), запишется в виде:

CS − CN =
T

4π

[(
∂Hcr

∂T

)2

+Hcr
∂2Hcr

∂T 2

]
. (63)

Из этого соотношения обычно получают известную формулу Рутгерса по-
лагая в (63) критическое поле Hcr(Tc) = 0 при T = Tc и оставляя в скобке в
правой части (63) только первый член:

(CS − CN)R =
Tc
4π

(
∂Hcr

∂T

)2

Tc

. (64)

Легко, однако, видеть, что в точке T = Tc величина ωHcr
, определяемая

рис. 2, для всех значений температуры имеет конечную производную по
T и, следовательно, согласно (56), бесконечную производную ∂Hcr/∂T при
T = Tc. Таким образом, второй член в квадратной скобке (63) обращается
в−∞, оставляя эту скобку конечной величиной. В результате, правильное
выражение для разности теплоёмкостей рассматриваемой нами модели
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бозе-газа должно определяться формулой:

CS − CN =
T

8π

∂2

∂T 2
H2

cr(T ) =
H2

max

8πω∗ (C̃S − C̃N), (65)

C̃S − C̃N = T̃
∂2

∂T̃ 2

(
H2

cr(T̃ )/H
2
max

)
.

В Таблице 2 приводятся значения величины C̃S − C̃N для значений крити-
ческих температур, соответствующих различным значениям ω̃Hcr,i

. Срав-
нение скачков теплоёмкости, приведённых на рис. 5 , с выражением (65)
позволяет вычислить величину Hmax. Полученные таким образом значе-
нияHmax для различных значений ω̃i приведенывТаблице 2. Эти значения
однозначно определяют значения постоянных η в формулах (27 ′), (27 ′′).

Таблица 2. ВеличиныHmax разностей энтропий S̃S − S̃N и разностей
теплоёмкостей C̃S − C̃V в сверхпроводящем и нормальном состояниях,
определяемых соотношениями (62) и (65), представлены для температур

перехода T̃Ci
, для тех же значений ω̃Hcr,i, что и на Рис. 2.

i ω̃Hcr,i T̃Ci
S̃S − S̃N C̃S − C̃V Hmax · 10−3,Oe

0 0 25.2445 0 0 0

1 0.2 27.325 -0.939995 -11.5415 2.27

2 1 30.0255 -0.39909 -2.17594 7.78

3 2 32.1397 -0.272182 -1.04802 13.3

4 10 41.8727 -0.106679 -0.187327 47.1

5 15 46.1863 -0.0831709 -0.121063 64.9

6 20 49.9754 -0.0694586 -0.0888433 81.5

Из сказанного следует, что температурноеразложение Гинзбурга-Лан-
дау для критического поля вблизи критической температуры Tc непри-
менимо для бозе-конденсата ТИ-биполяронов. Поскольку температурная
зависимость Hcr(T ) определяет температурные зависимости всех термо-
динамических величин, то этот вывод справедлив для всех таких величин.
Как было отмечено во введении, этот вывод является следствием того, что
теория БКШ в силу своей неаналитичности по константе связи ни при ка-
ких условиях не переходит в теорию биполяронного конденсата.
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Выше был рассмотрен изотропный случай. В анизотропном случае из
формул (27 ′), (27 ′′) следует, что:

H2
max = H2

max ⊥ =
2ω0M⊥~2

η2
, B⃗||⃗c, (66)

- т.е. в случае, когда магнитное поле направлено перпендикулярно плос-
кости слоёв, и :

H2
max = H2

max || =
2ω0M||~2

η2
, B⃗⊥c⃗, (67)

-в случае, когда магнитное поле лежит в плоскости слоёв. Из (66),(67) сле-
дует, что:

H2
max ⊥

H2
max ||

=

√
M⊥

M||
= γ. (68)

Из (56),(67), (68) для критического поля Hcr(T̃ ) в перпендикулярном и па-
раллельном к плоскости слоёв направлениях получим:

Hcr ||,⊥(T̃ ) = Hmax ||,⊥

√
1− ω̃Hcr

(T̃ )/ω̃. (69)

Из (69) следует, что отношенияHcr ||(T̃ )/Hcr ⊥(T̃ ) не зависят от температу-
ры. Сравнение полученных зависимостей с экспериментом проводится в
§7.

7. Сравнение с экспериментом
На рис. 4 показаны типичные зависимости E(T̃ ). Из них следует, что

в точке перехода энергия является непрерывной функцией T̃ . Это означа-
ет, что на сам переход энергию затрачивать не надо и переход является
фазовым переходом 2-рода в полном соответствии с экспериментом. В то
же время переход бозе-частиц из конденсатного состояния в надконден-
сатное связан с энергозатратами, которые определяются величиной q (§4,
Таблица 1), определяющей скрытую теплоту перехода бозе-газа, что дела-
ет такой переход фазовым переходом 1-рода.

Рассмотрим в качестве примера ВТСП Y Ba2Cu3O7 с температурой пе-
рехода 90÷ 93K, объёмом элементарной ячейки 0.1734 · 10−21 см3, концен-
трация дырок n ∼= 1021 см−3. Согласно оценкам [59] энергия Ферми рав-
на: εF = 0.37 эВ. Концентрацию ТИ-биполяронов в Y Ba2Cu3O7 найдём из
уравнения (29):

nbp
n
Cbp = fω̃(T̃c), (70)
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с T̃c = 1.6. В Таблице 1 приводятся значения nbp,i для значений парамет-
ров ω̃i, приведённых в §4. Из Таблицы 1 следует, что nbp,i << n. Таким об-
разом, только малая часть носителей тока находится в биполяронном со-
стоянии, что оправдывает рассматриваемое нами приближение газа ТИ-
биполяронов низкой плотности. Уровни энергии таких ТИ-биполяронов
лежат вблизи поверхности Ферми и описываются волновой функцией:

ψ(r⃗) = eik⃗F r⃗φ(r⃗), (71)

которая приводит к замене величины T̄ ,фигурирующей в (10), на:

T̄ = −2 ⟨φ |∆r|φ⟩+ 2k2F , (72)

то есть к отсчёту энергииот уровняФерми (последнийчлен вправойчасти
(72) в размерных единицах равен 2εF , где εF = ~2k2F/2m∗).

Согласно излагаемому подходу, для возникновения сверхпроводимо-
сти необходимо образование спаренных состояний. Условие образования
таких состояний имеет вид:

Ebp < 0, (73)
где Ebp – энергия ТИ-биполярона [33]. Условие (73) определяет величину
псевдощели:

∆1 = |Ebp| . (74)
При∆1 >> ω0 величина псевдощелиможет намного превышать как Tc, так
и энергиющели (т.е. ω0). Из выражения для спектраEbp иEp (20)-(21) выте-
кает, что угловая зависимость∆1(k⃗) полностью определяется симметрией
изоэнергетической поверхности фононного волнового вектора k⃗. Ранее к
этому выводупришёлБеннет [60], доказавший, что основнымисточником
анизотропии сверхпроводящих свойств является угловая зависимостьфо-
нонного спектра, хотя определённыйвклад вносит и анизотропияповерх-
ности Ферми.

Из сказанного следует, что образование псевдощели – это фазовый
переход, при понижении температуры предшествующий последующему
фазовомупереходу в сверхпроводящее состояние.Последние эксперимен-
ты [61] также свидетельствуют в пользу этого утверждения.

В работе [36] был проведён расчёт корреляционной длины для ТИ-
биполяронов. Согласно [36], в ВТСП материалах её величина может ме-
няться от нескольких ангстрем до нескольких десятков ангстрем, что так-
же находится в согласии с экспериментом.

Особый интерес представляет определить характерную энергию фо-
нонов, ответственных за образование ТИ-биполяронов и сверхпроводя-
щих свойств оксидных керамик. С этой целью воспользуемся сравнени-
ем рассчитанных значений скачков теплоёмкостей с экспериментальны-
ми данными.
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Рис. 9. Сравнение теоретической (сплошная линия) и экспериментальной
[62] (прерывистая линия) зависимостей в области скачка теплоёмкости.

Как известно, в теории БКШ скачок теплоёмкости равен:

(CS − Cn)/Cn = 1.43 ,

где CS – теплоёмкость в сверхпроводящей фазе, а Cn – в нормальной фа-
зе, и не зависит от параметров модельного гамильтониана. Как следует
из численных расчётов, приведённых на рис. 9 и в Таблице 1, в отличие от
теории БКШ, величина скачка зависит от фононной частоты. Таким обра-
зом, изложенный подход предсказывает существование изотопического
эффекта для скачка теплоёмкости.

Как следует из рис. 9, скачок теплоёмкости, вычисленный теорети-
чески (§4), совпадает с экспериментальным значением в Y Ba2Cu3O7 [62],
при ω̃ = 1.5, то есть при ω = 7.5 мэВ. Это соответствует концентрации
ТИ-биполяронов nbp = 2.6 · 1018см−3 . Таким образом, в отличие от широко
распространённого мнения, что в оксидных керамиках за сверхпроводи-
мость ответственны высокоэнергетичные фононы (с энергией 70÷80мэВ
[63]), в действительности за сверхпроводимость в ВТСПматериалах долж-
ны быть ответственны мягкие фононные моды.

Отметим, что при расчёте температуры перехода считалось, что эф-
фективная массаMe в уравнении (30) не зависит от направления волново-
го вектора, то есть был рассмотрен изотропный случай.

В анизотропном случае, выбирая в качестве координатных главные
осивектора k⃗, получимвеличину (MexMeyMez)

1/3 вместо эффективноймас-
сы Me. В слоистых ВТСП материалах значения эффективных масс, лежа-
щих в плоскости слоёвMex,Mey, близки по величине. Полагая в этом слу-
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чае Me = Mex = Mey = M||, Mez = M⊥, получим вместо величины Cbp ,
определяемой (30), величину C̃bp = Cbp/γ, γ2 = M⊥/M|| – параметр анизо-
тропии. Такимобразом, анизотропия эффективныхмасс даёт для концен-
трации nbp величину ñbp = γnbp. Следовательно, учёт анизотропии может
на порядок и более увеличить оценку концентрации ТИ-биполяронов. Ес-
ли для Y Ba2Cu3O7 принять оценку γ2 = 30 [63], то для концентрации ТИ-
биполяронов получим: ñbp = 1.4 · 1019 см−3, что оставляет в силе общий
вывод: в рассматриваемом случае лишь малая часть носителей тока нахо-
дится в ТИ-биполяронном состоянии. Ситуация может измениться, если
параметр анизотропии очень велик. Так, например, в слоистых ВТСП Bi-
Sr-Ca-Cu-O параметр анизотропии γ > 100, соответственно концентрация
ТИ-биполяронов в этих соединенияхможет быть одного порядка с полной
концентрацией носителей тока.

Другой важный вывод, к которому приводит учёт анизотропии эф-
фективныхмасс, – зависимость температуры перехода Tc не от nbp иM|| по
отдельности, а только от их отношения, что непосредственно следует из
(30). Это явление известно как закон Уемуры. В следующем рвзделе будет
получено более общее соотношение, известное как формула Александро-
ва, частным случаем которой является закон Уемуры.

В числе экспериментов, в которых участвует внешнее магнитное по-
ле, важнейшую роль играют эксперименты по измерению лондоновской
глубины проникновения λ. В Y Ba2Cu3O7 для λ при T = 0 в работе [64] бы-
ло получено λab = 150 ÷ 300 нм, λc = 800 нм. Такой же порядок этих вели-
чин приводится в большом числе работ [65]-[68]. В работе [67] (см. также
ссылки в этой статье) показано, что анизотропия длин λa и λb в купрат-
ных плоскостях в зависимости от типа кристаллической структуры может
составлять 30%. Если принять получаемое в большинстве работ значение
λa = 150 nm и λc = 800 nm , то для параметра анизотропии, согласно
(47), получим γ ≈ 30 – значение, обычно используемое для кристаллов
Y Ba2Cu3O7.

Температурная зависимость λ2(0)/λ2(T ) изучалась во многих работах
(см. [68] и ссылки в ней). На рис. 10 показано сравнение различных кривых
для λ2(0)/λ2(T ). В работе [68] показано, что в высококачественных кри-
сталлахY Ba2Cu3O7 температурная зависимостьλ2(0)/λ2(T ) хорошоаппрок-
симируется простой зависимостью 1 − t2, t = T/Tc. На рис. 11 показано
сравнение экспериментальной зависимости λ2(0)/λ2(T ) с теоретической
зависимостью:

λ2(0)

λ2(T )
= 1−

(
T

Tc

)3/2 F3/2(ω/T )

F3/2(ω/Tc)
, (75)

вытекающей из (48), (33), (32). Таким образом, имеется хорошее согласие
между экспериментом и теоретической зависимостью (75).
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Рис. 10. Глубина проникновения магнитного поля согласно теории БКШ
(a – локальное приближение, b – нелокальное приближение);

эмпирическое правило λ−2 ∼ 1− (T/Tc)
4 (c) [69]; в Y Ba2Cu3O7 (d ) [68].

Рис. 11. Сравнение теоретической зависимости λ2(0)/λ2(T̃ ) (сплошная
линия), полученной в данной статье, с экспериментальной

зависимостью [68] (точечная кривая).
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Рис. 12. Сравнение рассчитанных (непрерывные кривые) и
экспериментальных значений Hc1 (квадраты, круги, ромбы [70]) для

случаев ||⃗c и ⊥c⃗.

Разработанная теория позволяет провести сравнение с эксперимен-
том температурной зависимости величины критического магнитного по-
ля в Y Ba2Cu3O7 [70]. Поскольку построенная в §6 теория описывает одно-
родное состояние газа ТИ-биполяронов, то рассматриваемое критическое
поле соответствует однородной мейснеровской фазе. В работе [70] для та-
кого поля используется обозначениеHc1, которое связано с обозначения-
ми §6 соотношениями:Hc1 = Hcr,Hc1|| = Hcr⊥,Hc1⊥ = Hcr||. Для сравнения с
экспериментом используем ранее полученные значения параметров для
Y Ba2Cu3O7: ω̃ = 1.5, ω̃c = 1.6. На рис. 12 показано сравнение экспери-
ментальных зависимостей Hc1⊥(T ) и Hc1||(T ) [70] с теоретическими зави-
симостями (69), где для Hmax ||,⊥(T ) взяты экспериментальные значения:
Hmax || = 240, Hmax ⊥ = 816. Приведённые на рис. 12 результаты подтвер-
ждают вывод (§6) о независимости отношений Hcr⊥(T )/Hcr||(T ) от темпе-
ратуры.

Из соотношений (47),(66),(67) следует, что:

(γ∗)2 =
M ∗

⊥
M∗

||
∝ λ2⊥
λ2||

;
H2

max ⊥
H2

max ||
= γ2 = 11.6. (76)

Выбор для параметра анизотропии значения γ2 = 11.6, определяемо-
го соотношениями (76), отличается от значения (γ∗)2 = 30, использован-
ного выше. Это различие, по-видимому, обусловлено различием анизо-
тропий поляронных эффективных массM ∗

||,⊥ и электронных зонных масс



33

m∗
||,⊥.

8. Скейлинговые соотношения
Скейлинговые соотношения играют важную роль в теории сверхпро-

водимости, способствуя поиску новых высокотемпературных сверхпро-
водников с рекорднымипараметрами. Такие соотношениямогут бытьобоб-
щениембольшого числа экспериментов, не имея при этомнадёжного тео-
ретического обоснования, или быть выведеныисходно из не очень надёж-
ного теоретического построения, но впоследствии иметь очень широкое
экспериментальное подтверждение. В качестве примера можно привести
закон Уемуры, рассмотренный в предыдущем разделе.

Изложенная теория позволяет дать естественное объяснение некото-
рым важным скейлинговым соотношениям. В частности, в этом разделе
будет дан вывод формулы Александрова [71], [72] и скейлингового закона
Хомеса.

Формула Александрова. Как было отмечено выше (§7), в анизотроп-
ном случае формула (70) приобретает вид:

T̃c = F
−2/3
3/2 (ω̃/T̃c)

(
nbp
M||

)
2π~2

M
1/3
⊥ ω∗

. (77)

Удобно перейти в формуле (77) от трудно измеряемых в эксперименте ве-
личин nbp, M||, M⊥ к величинам, непосредственно измеряемым экспери-
ментально:

λab =

[
M||

16πnbpe2

]1/2
, λc =

[
M⊥

16πnbpe2

]1/2
, RH =

1

2enbp
, (78)

где λab = λ||, λc = λ⊥ – лондоновские длины проникновения в плоскости
слоёв и перпендикулярном направлении соответственно; RH – постоян-
ная Холла. В выражениях (78) скорость света полагается равной единице:
c = 1. С использованием соотношений (78), из (77) получим:

kBTc =
21/3

8
F

−2/3
3/2

(
ω̃/T̃c

) ~2

e2

(
eRH

λ4abλ
2
c

)1/3

. (79)

В формуле (79) величина eRH измеряется в см3, λab, λc – в см, Tc – в кель-
винах.

Учитывая, что в большинстве ВТСП материалов ω̃ ≈ T̃c и что функ-
ция F3/2(ω̃/T̃ ) мало меняется вблизи ω̃ = T̃c, с использованием значения
F3/2(1) = 0.428 из (78) для Tc получим:
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Tc ∼= 8.7

(
eRH

λ4abλ
2
c

)1/3

. (80)

Формула (80) отличается отформулыАлександрова [71], [72] лишь числен-
ным коэффициентом, равным в [71], [72] 1,64. Как показано в [71], [72],
формула (80) практическибезисключенийправильноописывает связьмеж-
ду параметрами для всех известных ВТСП материалов. Из (77) следует,
что ранее обсуждавшееся соотношениеУемуры [73], [74] является частным
случаем формулы (80).

Из (79), (80) в изотропном случае следует также известный закон ли-
нейной зависимостиTc отобратнойвеличиныквадрата лондоновскойдли-
ны проникновения.

Закон Хомеса. Закон Хомеса утверждает, что для сверхпроводящих
материалов выполняется скейлинговое соотношение [75], [76]:

ρS = CσDC(Tc)Tc, (81)

где ρS – плотность сверхтекучей компоненты при T = 0, σDC(Tc) – прово-
димость постоянного тока при T = Tc, C – постоянная, равная ≈ 35см−2

для обычных сверхпроводников и для ВТСПматериалов для тока, текуще-
го в плоскости слоёв.

Входящая в (81) величина ρS связана с плазменной частотой ωp из-
вестным соотношением ρS = ω2

p [77]. (ωp =
√

4πnSe2S/m
∗
S, где nS – концен-

трация сверхпроводящих носителей тока; m∗
S, eS – масса и заряд сверх-

проводящих носителей тока). Используя это соотношение, соотношение
σDC = e2nnnτ/m

∗
n, где nn – концентрация носителей тока при T = Tc,m∗

n, en
– масса и заряд носителей тока при T = Tc, и соотношение τ ∼ ~/Tc, где τ
– минимальное планковское время для рассеяния электронов в критиче-
ской точке [77], из (81), в предположении eS = en,mS = mn, получим:

nS(0) ∼= nn(Tc). (82)

В рассматриваемом нами сценарии бозе-конденсации ТИ-биполяронов
закон Хомеса в форме (82) становится почти очевидным. Действительно,
при T = Tc ТИ-биполяроны являются стабильными состояниями (их раз-
вал происходит при температуре, равной энергии псевдощели, которая
намного превышает Tc). Их концентрация при T = Tc равна nn, и, стало
быть, эти биполяроныпри T = Tc начинают образовывать конденсат, кон-
центрация которого nS(T ) достигает максимума nS(0) = nn(Tc) при T = 0
(т.е. когда биполяроны полностью переходят в сконденсированное состо-
яние), что соответствует соотношению (82). Отметим, что в рамках теории
БКШобъяснить закон Хомеса представляется практически невозможным.
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9. Заключение
В данной статье представлены выводы, вытекающие из последова-

тельного трансляционно-инвариантного рассмотрения ЭФВ. Спаривание
электронов при любой константе связи, основанное на таком рассмотре-
нии, приводит к представлению о ТИ-поляронах и ТИ-биполяронах. Бу-
дучибозонами, ТИ-биполяронымогутиспытывать бозе-конденсацию,при-
водящую к сверхпроводимости. Перечислим основные результаты, к ко-
торым приводит такой подход.

Прежде всего, изложенная теория снимает проблему большой вели-
чиныэффективноймассыбиполярона (§4). Как следствие, снимаютсяфор-
мальные ограничения на величину критической температуры перехода.
Теорияколичественнообъясняет такие термодинамические свойстваВТСП,
как наличие (§4) и величину (§7) скачка теплоёмкости, отсутствующего
в теории бозе-конденсации идеального газа. Теория объясняет наличие
большого отношения ширины псевдощели к Tc (§7). Теория объясняет не-
большую величину корреляционной длины [36]. Теория объясняет нали-
чие в ВТСП материалах щели и псевдощели (§7). Соответственно, изото-
пический эффект автоматически вытекает из выражения (30), в котором
в качестве щели фигурирует фононная частота ω0. Вывод о зависимости
температуры перехода Tc от отношения nbp/M|| (§7) коррелирует с универ-
сальным для всех ВТСП материалов законом Александрова-Уемуры (§8).
Показано, что скейлинговый закон Хомеса является естественным след-
ствием изложенной теории (§8). Развитая теория объясняет широкую со-
вокупность явлений в магнитном поле (§6). В частности:

1. Показано, что наличиещели в спектре ТИ-биполяронов делает воз-
можной их конденсацию в магнитном поле.

2. Показано, что существует критическое значение магнитного поля,
при превышении которого бозе-конденсация становится невозможной.

3. Полученная температурная зависимость критического магнитного
поля находится в хорошем согласии с экспериментом.

Вместе с темизложенная теорияпоказываетнеприменимость: 1.фор-
мулы Рутгерса для описания бозе-конденсации ТИ-биполяронов; 2. раз-
ложения Гинзбурга-Ландау для для описания бозе-конденсацииТИ-бипо-
ляронов.

Теория предсказывает такие явления, как:
1. Изотопический эффект для скачка теплоёмкости при переходе из

нормальной фазы в сверхпроводящую фазу.
2. Возможность существования в магнитном поле при низких темпе-

ратурах фазового перехода бесконечного рода.
3. Тождественность энергетической щели с фононной частотой.
4. Существование сверхпроводящих ТИ-биполяронов с концентраци-
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ей значительно меньшей общей концентрации носителей тока.
Применение развитой теории к 1D и 2D системам приводит к каче-

ственно новым результатам, поскольку наличие щели в спектре ТИ-би-
поляронов автоматически снимает расходимости при малых импульсах,
присущих теории идеального бозе-газа. Важным следствием этого явля-
ется существование сверхпроводящей фазы в однородных 1D и 2D систе-
мах [78].
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